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При решении задач жесткопластических оболочек с целью упрощения, поверхности те-

кучести заменяют приближенными, описываемыми простыми выражениями. Принимая спра-
ведливость ассоциированного закона течения для таких приближенных поверхностей, 
строят системы разрешающих уравнений. 

В данной работе показано, что ассоциированный закон течения с необходимостью вы-
полняется для приближенных невогнутых поверхностей.  

 
Пластическое течение тел описывается 

системой нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных перемен-
ного типа [1]. Решение таких задач удается 
построить только в частных случаях [1-2]. 

При некоторых предположениях реше-
ния удается построить для класса задач. В 
частности, для тонких оболочек вращения [3],  
где, принимая предположение о распределе-
нии скоростей деформаций по одной из коор-
динат, удается понизить размерность задачи. 
Это упрощение приводит к увеличению числа  
переменных, а  вместо напряжений в уравне-
ниях фигурируют интегральные характери-
стики – обобщенные напряжения [3]. Условие 
пластического течения ( ) 0s =σ,f  из про-
странства главных напряжений отображается 
в пространство обобщенных напряжений  [4-
5]:  
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0σ  – константа размерности напряже-
ний;  

2h – толщина оболочки;  
γ −  координата, отсчитываемая вдоль 

нормали к срединной поверхности и 
,h hγ ∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦ .  

Обобщенные напряжения удовлетворя-
ют уравнениям равновесия [4]: 
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0 02T h= σ ; 
s  – координата, отсчитываемая вдоль 

меридиана;  
ξ – угол между касательной к образую-

щей и осью вращения Z ;  
( )1,2iR i =  – главные радиусы кривизны;  

1 0E T , 0nE T   – касательная и нормальная 
нагрузки, приложенные к срединной поверх-
ности оболочки 0Σ ;  

2 cosR R= ξ  – расстояние от оси враще-
ния Z  до поверхности 0Σ ;  

Fn  – коэффициент запаса (индекс F  
обозначает предельную поверхность, ис-
пользуемую при решении задачи). 

Пусть поверхность 0F = , образованна 
гиперповерхностями 0iF =  ( )1,i L=  [3–5], а 

обобщенные скорости деформаций 

( ) ( )1 2 3 4 01 02 1 2, , , , , ,q q q q ′ ′= = ε ε χ χq& & & & & & & & &  и напряже-
ния связаны ассоциированным законом тече-
ния [4]: 
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где  ,oi ≥λ  если Fi=0 и dFi=0,   

0=iλ если Fi<0 или dFi<0,                 (3) 
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Выражения для гиперповерхностей 
0iF =  имеют сложную структуру так, что в 

замкнутом виде удается записать только 
часть из них [4]. При выполнении таких ги-
перповерхностей решение соответствующих 
систем уравнений удается построить в ана-
литической форме [6]. При реализации ос-
тальных гиперповерхностей обобщенные на-
пряжения и скорости перемещений описыва-
ются нелинейными сингулярно возмущенны-
ми системами дифференциальных уравнений 
[6]. Решение задач такого типа имеет высо-
кую вычислительную сложность, а примене-
ние методов [7-8] затруднено сложностью 
вычисления правых частей. Поэтому обычно, 
например [9–10], поверхности текучести 

= 0F  заменяют приближенными, например, 
кусочно–гладкими поверхностями =% 0F , опи-
сываемыми простыми выражениями. Для та-
ких приближенных поверхностей без доказа-
тельства принимается справедливость ассо-
циированного закона течения. Учитывая эк-
вивалентность ассоциированного закона те-
чения и принципа максимума Мизеса [11], 
для тонкостенных конструкций принимают 
справедливость теорем предельного равно-
весия [12], которые широко используются при 
решении практических задач [2, 3, 13].   

В [14] получены точные решения для 
тонкостенных конструкций с приближенными 
и точной поверхностями текучести, противо-
речащие теоремам предельного равновесия. 
Это обстоятельство стало причиной деталь-
ного анализа предположений теории жестко-
пластических оболочек. 

В работе доказывается, что ассоцииро-
ванный закон течения выполняется для при-
ближенных невогнутых поверхностей.  

 
ТЕОРЕМА 

Пусть невогнутая кусочно-гладкая по-
верхность =% 0F  является вписанной по от-
ношению к точной поверхности текучести 

0F = , а Σ %F  и FΣ  множества статически до-
пустимых полей обобщенных напряжений, 
ограниченных этими поверхностями. 

Тогда для оболочки с невогнутой по-
верхностью =% 0F  максимальное значение 
предельной нагрузки с необходимостью дос-
тигается при реализации таких статически 
допустимых напряжений F

∗ ∈ ΣQ % , что соот-
ветствующее поле скоростей q&  является ки-
нематически допустимым. 

 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Доказательство будем проводить на ос-
нове теорем предельного равновесия. Пусть 
предельная нагрузка Fn Ρ  { }( )1, nE E=Ρ , оп-
ределенная на статически допустимом поле 
напряжений F∈ΣQ  и ( )*max

F
F Fn n

∈Σ
=

Q
.  

Рассмотрим подмножество всех стати-
чески допустимых полей напряжений 

FFΣ ⊂ Σ% , не превосходящих поверхность  

=% 0F . Поскольку FFΣ ⊂ Σ% , то в соответствии 
со статической теоремой предельного равно-
весия имеет место FFn n∗ ≤%  для любых  

F
∗ ∈ ΣQ % .  

Для определения максимального значе-
ния Fn∗

%  проведем следующие построения. 

Обратим ( ), 0F s =Q% , относительно 2m : 

  ( )2 1 2 1, , ,m F t t m s= .     (5) 

Кусочно-гладкие поверхности =% 0F , об-
разованные гиперповерхностями 0jF =%  

( )1,j L= , представим в виде: 

,j jF F= λ% %%          (6) 

где   0j jFλ =%% , 
1

0
L

j
i

const
=

λ = ≥∑
%

% .    (7) 

С учетом (6-7) равенство (5) можно за-
писать следующим образом:  

( )2 1 2 1, , , ,j jm F t t m s= λ          (8) 

где ( )2
1

0; ; 1.
L

j j j j k k
k

m F
=

λ − = λ = λ λ λ =∑
%

% % %  

Подставим (8) в (1) получим систему 
трех дифференциальных уравнений с неиз-
вестным коэффициентом Fn∗

%  и функцией 

2( )t s .  
Теперь утверждение статической теоре-

мы предельного равновесия можно сформу-
лировать следующим образом:  

Для любой допустимой функции 
( )2 Ft s ∈Σ %  соответствующее значение коэф-
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фициента запаса Fn∗
%  не превосходит истинно-

е значение и FF Fn n n∗ ≤ ≤% %  [12].  

Задачу определения функции ( )2t s , 
обеспечивающей достижения максимального 
значения Fn∗

% , можно сформулировать в тер-
минах теории оптимального управления:  

Найти такое кусочно-непрерывное 

управление ( )2 0 1( ) , , ,Fs t n s s s′= ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦μ % , чтобы 

объект, описываемый уравнениями (10), дви-
гаясь из многообразия 

{ }4
0 0 0 0, ( )E s∆ = ∈ =z A z B , перешел на много-

образие { }4
1 1 1 1, ( )E s∆ = ∈ =z A z B  так, чтобы 

функционал (9) принимал наименьшее значе-
ние [15]. 
  * inf ( , );=

μ
Φ Φ μ z              (9) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 0

0 1

, , , , ,
o

s

s

ds
s s
µ

= Ω Ω =
−∫Φ μ z z μ z μ  

при условиях: 

 ( ) ( ) ( ), ; 0,1 ,i i i
d s i
ds

= = =
z Ω z μ A z B      (10) 

где ( )1 1, , , ;t N m s ′=z   

( ) ( ) ( )1 2 3 4 4, , , , ; , 1.′= Ω Ω Ω Ω Ω =Ω z μ z μ  
  Условия ( ) ( ), 0,1i i is i= =A z B  есть суть 
статические краевые условия [3], которые в 
случае задачи (9)–(10) нужно дополнить еще 
одним условием. В качестве такого условия 
можно использовать равенства, например, 

( )4 0 0z s s=  или  ( )4 1 1z s s= .  
При наибольшем значении коэффициен-

та запаса 2Fn = µ%  функционал (9) принимает 
наименьшее значение, что обеспечивается 
его строением.  

Для определения необходимых условий 
достижения минимума функционала (9) при 
ограничениях (10) воспользуемся принципом 
максимума Л.С.Понтрягина [15], который для 
рассматриваемой задачи формулируется 
следующим образом: 
 Пусть ( ) ( ){ } 0 1, , ,s s s∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦μ zo o  решение 
задачи (9), (10).  Тогда с необходимостью су-
ществует вектор функция 

( ) ( )0 1 2 3 4, , , ,s ′= ψ ψ ψ ψ ψψ , где 0 constψ = , та-
кая, что: 

1. ( )( )0 0 10; 0 , .s s s sψ ≤ ≠ ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦ψ  

2. ( )sψ  является решением следующей 
сопряженной системы уравнений, соответст-
вующей рассматриваемому решению  

( ) ( ){ }, ,μ zo o 0 1,s s s∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦ : 

 ( ), , 0,4 ,i

i

d
i

ds z
⎛ ⎞ψ ∂

= − =⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

Ωψ               (11) 

где  ( )0
0 ,

dz
ds

= Ω z μ .       

3. При любом 0 1,s s s∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦  гамильтониан  

 ( ) ( )( ), , , ,=ψ z μ ψ Ω z μG            

переменного μ  достигает в точке ( )μ o  макси-
мальное значение и 
 ( ) ( )max , , , .C const= = =

μ
ψ z μ ψ zZG      (12) 

4. На краях ( ), 0,1is s i= =  выполняются 
условия трансверсальности [15], т.е. вектора 
( )isψ  направлены по нормали к касательным 

плоскостям к многообразиям ( ), 0,1i i∆ = . 
Формально условия трансверсальности запи-
сываются следующим образом [15]:  
 Для любого вектора  ( ) ( )4, 0,1is E i∈ =z   

такого, что: ( ) ( )( )
, 0 , 1,4 ,i

ia z sα β α⋅ = α β =  имеет 

место:  
 ( ) ( ) ( )0 1,4 .k i k is z s kψ = =         (13) 

Сравнивая уравнения (11) и (2), (4), и 
учитывая, что условия трансверсальности 
(13) для жесткопластических оболочек всегда 
выполняются [16], видно, что величины 

( )1 2 3, , ′= ψ ψ ψψ  с точностью до обозначений, 
совпадают с величинами  

( )2, , / 2uRh wRh Rh ′= −ϑu && & .  

Таким образом, с необходимостью ко-
эффициент запаса Fn∗

%  на статически допус-

тимом поле обобщенных напряжений F
∗ ∈ ΣQ %   

достигает максимальное значение при усло-
вии, когда величины ψ  удовлетворяют кине-
матическим соотношениям (2), (4) и кинема-
тическим краевым условиям.  

Для полного доказательства необходимо 
еще показать, что скорость диссипации энер-
гии неотрицательная и поверхность =% 0F  не 
имеет участков вогнутости. Эти условия вы-
полняется, если множители iλ%  (6) удовле-
творяют соотношениям типа (3) [12].   
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Частично соотношения (3) выполнены, в 
ходе построения поверхности =% 0F  (7), а ос-
тальные можно объединить в равенство:  
  0j jdFλ =%% .           (14) 
 Для доказательства этого равенства 
рассмотрим условие (12), обеспечивающее 
достижение максимального значения Fn % , ко-
торое с учетом принятых обозначений запи-
сывается  в виде: 

( ) ( ), , , , , ,FN n s C∗+ ϕ =u Ω Q u %                   (15) 

где , .i
i

Fd Rh
ds s s

⎛ ⎞∂ϕ ∂
= λ − ⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

Ωu
%

%                  (16) 

 Интегрируя по частям уравнение (14) с 
учетом (1), (2), (4) получим соотношения (15)–
(16).  
 Таким образом, для любой вписанной 
невогнутой поверхности =% 0F  максимальное 
значение статически допустимый коэффици-
ент запаса ( )*max

F
F Fn n

∈Σ
=

Q %
% %  с необходимостью 

достигает при реализации таких статически 
допустимых обобщенных напряжений 

F
∗ ∈ ΣQ % , что соответствующие скорости q&  

являются кинематически допустимыми и 
*

F F Fn n n≥ ≥% % . Что и требовалось доказать. 
  Справедливость ассоциированного за-
кона течения можно показать и для описан-
ной невогнутой  поверхности 0F =

)
. Для этого 

рассмотрим оболочку из некоторого фиктив-
ного материала с поверхностью текучести 

0G =  такой, что 0F =
)

 является вписанной 
по отношению к 0G = .  

Для этих поверхностей определим мно-
жества статически допустимых полей обоб-
щенных напряжений F GF FΣ ⊂ Σ ⊂ Σ ⊂ Σ)

% . Со-
гласно приведенной теореме получим, что в 
предельном состоянии в оболочке из жестко-
пластического материала с любой из пере-
численных поверхностей выполняется ассо-
циированный закон течения, а соответст-
вующие коэффициенты запаса удовлетворя-
ют неравенствам  F GF Fn n n n≤ ≤ ≤)

% . 
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